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Problemas

1. Si I es un conjunto filtrante creciente e ¢ € I es maximo, probar que lim M; = M;.

jeI
Resolucion:

Denotemos ¢,s: M, — M, los morfismos naturales y por ¢, = ¢,;. Dada el conjunto de
morfismos {fs: Ms — N | f. = fs0¢.s, para s > r}gcr existe un inico morfismo, explicitamente
fi, de modo que fs = f; o ¢s = fi o ¢rs, para todo s € I. Luego lim M; = M,;..
jeI
2. Demostrar que todo médulo es el limite inductivo de sus submdédulos finito generados.

Resolucion:

Tenemos las inclusiones obvias de los subméddulos finito generados M; € M en M. Dados
morfismos f;: M; — N, de modo que f; = fjl . St M; € M, existe un tnico morfismo
f: M — N, de modo que fjy, = fi:

Dado m € M, denotemos M,, = (m) C M y definamos f(m) := f,,(m). Tenemos que f es
un morfismo de A-mddulos. En efecto, dados mq,my € M, denotemos M1s = (m, my). Dado
aymi + agmg € M, tenemos que (a1my + agmz), My, , My, € Mia y

flarma 4+ aama) 1 = fomy+aams (@11 + aame) = fi2(a1ms + agms)
= ai fiz(m1) + as fi2(ma2) = a1 frn, (M1) + a2 frn, (M2) =: a1 f(m1) + azf(me)

Veamos que fi, = fi. Dado m € M;, tenemos que fi(m) = fr,(m) = f(m).

Veamos la unicidad de f. Dado g: M — N, tal que g|5s, = fi, tendremos que g(m) = f,(m) =
f(m), para todo m € M.

Hagamos el problema de otro modo. Sabemos que lim M; = ([[M;)/ ~. Definamos

f: (HMZ)/ ~— M, f(mz) =m;

que estad bien definido, porque m; = m; si m; y m; son iguales en un submédulo finito generado
de M que contenga a M; y M;, es decir, m; = m; en M. El morfismo f es epiyectivo porque
dado m € M, tenemos que m € (m) y f(m)=m. El morfismo f es claramente inyectivo.

3. Probar que todo anillo es limite inductivo de Z-algebras de tipo finito. Probar que todo anillo
es limite inductivo de subanillos noetherianos.

Resolucion:

Tenemos las inclusiones obvias de las Z-dlgebras finito generadas A; C A en A. Dados morfismos
fi: A; — B, de modo que f; = fj|Ai si A; C Aj, existe un tnico morfismo f: A — B, de modo
que fia, = fi:



Dado a € A, denotemos A, = Zla] C A y definamos f(a) := fy(a). Tenemos que f es un
morfismo de Z-dlgebras. En efecto, dados aj,as € M, denotemos Ajs = Zlaj,as]. Dado
nia; + neag € A, tenemos que Z[njay + noasl, Ag,, Aay, € A12 'y
f(niar +n2a2) : = fn,ai4nsas(n101 + n2a2) = fia(n1ar + noaz)
= n1 fi2(a1) + n2 fi2(az) = n1 fo, (a1) + n2 fa,(a2) =: n1 f(a1) + na f(a2)
De igual modo procedemos con la operacién producto.
Veamos que fi4, = fi. Dado a € A4;, tenemos que f;(a) = fa(a) = f(a).

Veamos la unicidad de f. Dado g: A — B, tal que g4, = f;, tendremos que g(a) = fa(a) = f(a),
para todo a € A.

Por ultimo, como las Z-algebras de tipo finito son noetherianas, todo anillo es limite inductivo
de anillos noetherianos.

4. Sea M un A-médulo de presentacién finita. Probar Hom4 (M, lim N,,) = lim Hom4 (M, N,,).

n n

Resolucién:
Como Hom (A, M) = M entonces

Homa (A, lim N,,) = lim N,, = lim Homyu (4, N,,)
— — —
n n n
Ademaés como el limite inductivo conmuta con sumas directas, la suma directa de un ndmero

finito de sumandos coincide con el producto directo y Hom 4 (—, R) transforma suma directas en
producto directos, tenemos que

Hom 4 (A™, lim N,,) = lim Hom4(A™, N,,)

n n

Consideremos una sucesién exacta A” — A* — M — 0. Recordemos que el funtor Hom 4 (—, R)
es exacto por la izquierda y lim es un funtor exacto. Tenemos las sucesiones de filas exactas
S

n

Hom 4 (M, lim N,,) Hom (A°, lim N,,) Hom (A", lim N,,)

n n n

lim Homyu (M, N,,) lim Homy4 (A%, N,,) lim Homy4 (A", N,,)

n n n

00—

Luego,
Hom 4 (M, lim N,,) = lim Hom 4 (M, N,,)

n n

5. Sea A un anillo noetheriano, a € A y M un A-médulo. Probar que lim Homa((a™), M) = M,.

n

Resolucion:



Sea ¢, : Homyu((a™), M) — M, el morfismo definido por ¢,(g,) = gn(ign)’ para toda g, €
Homa((a™), M). Si gm = 9n|(am) €DtoNces

Por tanto, tenemos un morfismo natural ¢: lim Homyu((a™), M) — M,. Veamos que ¢ es
n

inyectivo: si ¢(gn) = 0 entonces g"éin) = 0, luego existe un a™ de modo que 0 = a™ - g, (a,) =

In(@™™) = g (@™T™) v 0 = Giman = gn. Veamos que ¢ es epiyectivo: Sea I el nticleo del

morfismo de localizaciéon A — A,. Tenemos que I, = 0 luego existe un i tal que a*I = 0. Es

decir, dado b € A, si a™b = 0 para algin n € N, entonces a’b = 0. Dado -, consideremos

a'm

el elemento %% . El morfismo g,4;: (a™) — M, definido por b-a™"* — b-a’-m estd bien
definido y ¢(gn+i) = 2n-

. Demostrar que el limite inductivo de médulos planos es plano.

Resolucion:

Sea {M;} un sistema inductivo de médulos planos y N — N’ un morfismo inyectivo de A-
moédulos. Entonces N ® 4 M; — N’ ® 4 M; es un morfismo inyectivo. Como la toma de limites
inductivos es exacta, lim (N ® 4 M;) — lim (N’ ® 4 M;) es inyectivo. Como el limite inductivo

i i
conmuta con productos tensoriales, el morfismo N ® 4 lim M; — N’ ®4 lim M; es inyectivo.
— —

1 K3
Hemos concluido que lim M; es plano.
—

i
. Probar que un Z-modulo es libre de torsion si y sélo si es un Z-médulo plano.

Resolucion:

Si M es libre de torsion entonces todo submédulo suyo también, luego M es limite inductivo de
Z-moédulos finito generados libres de torsién. Los Z-médulos finito generados libres de torsion
son libres, luego planos. Por tanto, M es limite inductivo de submoédulos planos, luego es plano.

Sea M un Z-modulo plano. Dado 0 # n € Z, consideremos el morfismo inyectivo Z & Z,

. . . . n-
m +— nm. Tensorializando ®zM obtenemos el morfismo inyectivo M — M, m +— nm, luego M
es libre de torsion.

. Sea x € Spec A y M un A-médulo. Demostrar que M, = lim M,.
{zeU,}

Resolucion:

Si z € U,, entonces a € A — p,, por tanto tenemos morfismos M, — M,, que definen un
morfismo ¢: lim M, — M,. El morfismo ¢ es epiyectivo: Dado ™' € M,, tenemos que
{zeU,} L _

5 € A—pg, es decir, x € Us y ¢(F) = =, El morfismo ¢ es inyectivo: Si ¢(Z) = 2 = 0,
entonces existe a’ € A — p, de modo que @’ - m = 0. Por tanto, si consideramos s = a - a/,



10.

11.

a’'m

tenemos que s no se anula en z, es decir, x € Us; y s-m = 0. En conclusién, 0 = =7 en M y
m _ a'm __
a ~ aa =0.

Sea z un punto de un espacio topoldgico X. Sea I el conjunto de entornos abiertos de x,
ordenados del siguiente modo: U <V si U C V. Sea C(U) las funciones reales continuas sobre
U, tenemos un sistema inductivo de anillos {C(U)}, donde los morfismos C(U) — C(V) son
los de restriccién. Probar que lim C(U) es el anillo de gérmenes de funciones continuas en x.
LEZU
Supongamos ahora que X es un espacio separado localmente compacto. Sea C(U) = C(X )sSu s
donde Sy es el sistema multiplicativo de las funciones que no se anulan en ningin punto de U.
Si U C V consideremos el morfismo natural C(V) — C(U), L — % Probar que lim C(U) es el

S
zelU
anillo de gérmenes de funciones continuas en x.

Resolucion:

Denotemos por Cx, el anillo de gérmenes en x de funciones continuas. Es decir, Cx , =

(11 CU))/ ~, donde dadas f € C(U) y g € C(U’), decimos que f ~ g si coinciden en un
zcU

entorno de z. Igual que en la teorfa de médulos (y conjuntos) , resulta que lim C(U) = Cx 5.

zeU
Por la propiedad universal de la localizacién, los morfismos C(X) — Cx 4, f + f, factorizan a
través de C'(X)g,. Tenemos, pues, un morfismo lim C(U) — Cx . Veamos que es epiyectivo:
xelU

dado un germen de funcién f en z, f € C(U), sea K C U un entorno compacto de z y h € C(X)
que se anule en X — U y sea 1 en K. Podemos entender h - f como una funcién en X. Luego
% € C(U) y se aplica en f. Veamos que es inyectivo: Dado % e C(U), si f-s~1 =0 entonces
f 5! es nula en un entorno V. C U de z, luego f es nula en el entorno V. Sea K C V un
entorno compacto y h una funcién que sea nula en X —V e igual a 1 sobre K. Sea W el abierto

donde h no es nula, entonces % =0¢€ C~'(VV)7 porque hf = 0. Por tanto, { =0.

Sea Ng D Ny DNy D--- DO N, D --- una sucesién decreciente de A-submdédulos de Ny. Probar
que lim N,, = NN,,.
— n

n

Resolucion:

Tenemos inclusiones obvias ¢,,: NN,, — N;. Dado un conjunto de morfismos {f;: M — N;};en,
n
tales que f;(m) = f;(m) € N; C N;, para todo ¢ < j, es obvio que las f; valoran en NN, y
n
que tenemos un unico morfismo f: M — NN, f(m) := fi(m) (para todo i), de modo que
n

fi=d¢iof.

Sea I un conjunto filtrante decreciente y J C I un subconjunto con la propiedad de que dado
i € I existe j € J tal que j < i. Sea {M,};cs un sistema proyectivo de objetos. Probar que
iel ng

Resolucion:
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Dado un conjunto de morfismos {f;: N — M,};cr tales que f, = és- 0 fs, para s < r, en
particular tenemos el conjunto {fj: N — M;},c.

Reciprocamente, consideremos un conjunto de morfismos {f;: N — M;};cs tales que f, =
¢sro fs. Dado i € I, definamos f; := ¢;;0 f;, donde j € J y es cualquiera con la condicién j < 4.
La definicién de f; no depende del j considerado: pues dados dos j,j’ sea j” < j7,7’, entonces
bjio fj = djiopju;ofir=¢jmiofim=...=¢j;0 fir. Ademds dados i, € I, tales que i < ¢’
se cumple que fir = ¢iir o fir sea j < 4,4, tenemos que fir = @i © fj = Pir 0 Py 0 f; = P © fi.
Tenemos, pues, un conjunto de morfismos {f;: N — M;};cs tales que f. = ¢g- 0 fs, para s < r.

Ambas asignaciones son inversas entre si y por tanto lim M; = lim M;, porque ambos represen-
— —

i€l jeJ
tan al mismo funtor.
Sea E un espacio vectorial. Probar lim E/E = E**.
—
codim E’<oo

Resolucion:

El morfismo de paso al cociente £ — E/E’, define el morfismo E** — (E/E')** = E/E'.
Morfismos que definen un morfismo E** — lim  E/E’. Veamos que es isomorfismo.
codim<_E’<oo
Sea {w;}ic; una base de E* y E; = Kerw;. Veamos que la composicién de los morfismos
naturales lim E/E — II E/E' — J[E/E; es un isomorfismo.
- codim E’<oo i

codim E’<oco

Dado un subespacio E/ C E de codimensién finita, tenemos que E’° es un subespacio de

dimensién finita de E*, que estara contenido en el subespacio generado por un nimero finito

de 1-formas lineales, (w,,...,w;,). Luego, NE;; € E" y el morfismo natural E/E" — [[E/E;,
J J

es inyectivo. Esto implica que el morfismo natural lim E/E" — [[E/E; es inyectivo y
- i

codim E’<oo
eplyectivo.

Por tltimo, escribamos (&;) = E/E;, el morfismo E** — [[E/E;, 8 — (B(w;) - €)icr s un

isomorfismo.

Probar que lim (M; x N;) = (lim M;) x (lim N;), en la categoria de A-médulos, por ejemplo.
icl i€l iel

Resolucion:

Homy (R, lim (M; x N;)) = {(fi,9:): R — M; x N;, tales que...}
iel
={fi: R— M, tales que...} x {g;: R — N;, tales que...}
= Homy (N, lim M;) x Hom 4 (N, lim N;) = Hom4 (N, lim M; x lim N;)
il iel iel iel
il iel il
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16.

Sea -+ — X, — -+ — X9 — X1 — X( una sucesién de aplicaciones entre conjuntos finitos no
vacios. Pruébese que lim X; es no vacio.
pis

;

Resolucién:

Sea X = _g_¢ji(Xi). Observemos que X/ es no vacio: como los conjuntos ¢;;(X;) son finitos,
J=t

si su interseccién fuera vacfa existirfa un m, tal que ) = ﬁ'gbji(Xi) = ¢mi(X;). Observemos
j=i

también que ¢;;(X;) = X}.

Sea pues xg € X{), x1 € X7 tal que ¢10(x1) = xg, x2 € X5 tal que ¢a1(x2) = 21, etc. Entonces

(z;); € lim X;, y éste es no vacio.
—

9

Sea p(x) € Z[x] y p € Z. Probar que la condicién necesaria y suficiente para que p(z) tenga una

rafz en Z, es que tenga alguna raiz en cada Z/p"Z, para todo n > 0.
Resolucion:

Sea X; C Z/p'Z las raices de p(z) en Z/p'Z. Los morfismos de paso al cociente Z/p"Z — Z/p™Z

para n > m, como todo morfismo de anillos, aplican raices de p(x) en raices de p(z). Por la

misma razén las raices de p(z) en Z, se proyectan, por la proyeccién Z,, — Z/p"Z, en raices de

p(z) en Z/p™Z.

Es f4cil observar ya, que las raices de p(x) en Zp coinciden con lim X;. Por el problema anterior,
i

este conjunto es no vacio si y sélo si todos los X; son no vacios.

Probar que Spec(lim A;) = lim Spec 4;. Probar que si A — B es un morfismo entero (es decir,

i i
B es limite inductivo de subélgebras finitas sobre A) entonces la aplicacién Spec B — Spec A es
epiyectiva y dim B = dim A.

Resolucion:
Denotemos por fi;;: A; — Aj, fi: Ay — lim A, los morfismos implicitamente dados. EI con-

n
junto {Spec A;, fz*j} forma un sistema proyectivo de espacios topoldgicos. Por la definicion de
sistema proyectivo, los morfismos f;*: Spec lim A,, — Spec A; definen una aplicacién continua

n
f*: Spec(lim A;) — lim Spec A;. Veamos que es epiyectiva: Dado (z;) € lim Spec A;, es facil
de comprobar que el ideal p, := Uf;(pz,) C lim A; es un ideal primo de lim A; y que f*(z) = =,
luego f*(z) = (x;). Ademads, dado un ideal primo p, C lim A; se cumple que p, = L_in(ffl(pz))

1
lo que prueba la inyectividad de la aplicacién.

En general, dado un ideal I C lim A;, se tiene que I = L_Jfl-(ffl(f)).

%
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Falta ver que es un homeomorfismo. La topologia de un limite proyectivo de espacios topoldgicos
lim X; es la inicial de la inclusién lim X; C [[X; (o equivalentemente la inicial de los morfismos
— — i

lizm X, — X;). Dado un cerrado C . (Do C Spec lim A,,, tenemos que su imagen en lim Spec A;
T n G
es la interseccién [](1;)o N liin Spec A;, donde I; = f; ().
3 .
K3
Demostremos la segunda parte del problema. B es el limite inductivo de sus A-subdlgebras
A; finitas. Los morfismos A; < Aj; son finitos, luego en espectros son epiyectivos. Ademas,
Spec B = Spec liin A; = liin Spec A;. Como el limite proyectivo de un sistema proyectivo de

i i

epimorfismos de anillos se epiyecta en cada anillo del sistema proyectivo, tenemos que Spec B —

Spec A es epiyectivo. Dada una cadena de cerrados cerrados irreducibles (p1)o C -+ C (pn)o C

Spec B (p; ideales primos), como hemos dicho ya p; = U(p; N A;). Para cada j debe existir
K3

un fndice k;, de modo que p; N A, g pj+1 N Ag,. Sik es tal que Ay, C Ay para todo j,
tenemos que p; N Ay % pj+1 N Ay para todo j, y obtenemos una cadena de cerrados irreducibles

de longitud n en Spec A;. Ahora bien, sabemos que dim Ay = dim A, luego dim B < dim A.
Reciprocamente, dada una cadena de ideales primos p1g C -+ C ppo de A se puede levantar a
una cadena de ideales primos de B, p; C -+ C p,, de modo que p; N A = p;o: Si tenemos una
cadena de A-subdlgebras de B, A C Ay C --- C A,, C --- y en cada A; cadenas de ideales
primos p1; C -+ C Pps, de modo que p;; N A;_; = p; j_1, entonces tomando limites inductivos
tenemos una cadena de ideales primos en ligl Ap,. Sea pues C, por el Lema de Zorn, una

subdlgebra méxima de B sobre la cual podemos levantar la cadena pyg C -+ C ppo- C = B
porque, para todo b € B, C < C[b] es un morfismo finito y podemos levantar la cadena a C'[b],
luego b € C'y C = B. En conclusién, dim B > dim A.

Calcular el inverso de 1+ 2 en k[[x]]. Probar que el tinico ideal maximal de k[[z]] es (z) ; Existe
la rafz cuadrada de 1+ z en k[[z]]?

Resolucion:

Si dividimos formalmente 1 por 1+ z, obtenemos c¢(z) =1 -z + 2% — 23 + -+ (=1)"2" + - - -.
Es facil de comprobar que (1 + ) - ¢(z) = 1. Luego c(z) es el inverso de 1 + z.

Igualmente, dado a + p(z), 0 # a € k y p(z) € (z) C k[[z]]. Tenemos que (a + p(z))~! =
al—pE)a2+-+ (=1)"p(x)"a "1 4 - € K[[=]].

kl[z]]/(z) = k, luego (z) es un ideal maximal. Por otra parte, todo elemento que no pertenece
a (z) es invertible, luego todo ideal, salvo k[[z]], estd incluido en (z) y éste es el dnico ideal
maximal.

Nos preguntamos ahora si existe s(z) = Y a,z™ € k[[z]] tal que s(z)? = 1 + z. Tenemos que
n

s(z)2=>( > aaj)z". Por tanto, a3 =1, 2apa; =1, Y. a;a; =0 paran > 1. Sistema que
n i+j=n i+j=n
puede resolverse recurrentemente. Luego existe /1 + z.

Sea I un ideal de un anillo noetheriano A, probar que

Spec,,.. A = Spec,..(A/I)

max
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20.

Resolucion:

Sea m un ideal maximal de A. Si m no contiene a I, entonces I - A+m= A, luego existen

ie[-zzlymemdemodoquei—i—m:l. Por tanto, m = 1 —¢. Ahora bien, Zi’LEA:AeS
n

inverso de m, luego m = A y llegamos a contradiccién.

A/I = Spec,,, A/I

En conclusién, Spec,,, A = Spec, . max

Sea x € Spec A un punto cerrado. Probar

(a) El completado es un concepto local: El completado m,-ddico de A coincide con el comple-
tado m,A,-adico de A,.

(b) El cono tangente es un concepto local: Gy, A = G, 4, Az

Resolucion:

(a) A, = lim A, /m” A, = lim (A/m"), = lim (A/m") = A.

(b) Gn,a, Ay = OMP A, /miTL A, = O(m?/mitl), = o(m? /mi ) = G, A.

(a) Demostrar que la completacién I-ddica de M coincide con la completacién I-ddica de My, 1.

(b) Probar que Spec,,, A14+1 = Spec, . A/I.

Resolucion:

(a) Observemos que los elementos de 1 + I son invertibles en A/I™, porque en un anillo un
elemento es invertible si y sélo si no pertenece a ningiin ideal primo y

(1+4)o =SpecA/(I",1+1i) =SpecA/(I,1+1i)=Spec AJA =1

Por tanto, (A/I™)14; = A/I™ y en general

(M/I"M)ys; =M @4 AJT" @4 Aryp = M @4 (A/T")111 = M ®4 AJT" = M/I"M

Ahora ya,
Myyp = M My /T"Myyp = (M/T"M)1p = M/I"M = M

n

(b) Si m es un ideal maximal de A;4; y no contiene a I, entonces m+ I - A1y = A4y, luego
existen m € my i € I-Aj4y, de modo que m+i = 1. Por tanto, m = 1 — i que es invertible en
A4 y llegamos a contradiccién. En conclusion,

Specmax A1+1 = Specmax A1+1/I ! Al-‘r[ = Specmax A/I
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22.

23.

24.

25.

Supongamos que A es un anillo noetheriano y M es finito generado. Probar que el ntcleo del
morfismo M — M coincide con el nicleo del morfismo M — My, ;.

Resolucion:

I esta incluido en el radical de Jacobson de A;,;. Sabemos 0s por el Corolario de Krull que My,
es I-ddicamente separado, es decir, el morfismo My, — M1+ = M es inyectivo.

De la composicién de morfismos M — Mi,; < M deducimos que el nicleo del morfismo
M — M coincide con el nicleo del morfismo M — M.

Sea A un anillo noetheriano integro, I C A un ideal propio. Probar que A es separado con la
topologia I-adica.

Resolucion:

El morfismo A — Aj4; es inyectivo por ser A integro. Como hemos dicho en el problema
anterior, el morfismo A;y; — A es inyectivo. Luego la composiciéon A — A, ; — A es
inyectiva y A es I-ddicamente separado.

Sea A un anillo noetheriano. Probar N m} = 0.
z,mn

Resolucion:

Completemos por la topologl’a my-ddica. El morfismo 4, — ;1; = Aes inyectivo. Luego, el

nicleo del morfismo A — A que es ﬂm , coincide con el nicleo del morfismo A — A,. Por

tanto, el ideal de A, I = N'mY es el 1dea1 nulo en A, es decir, al localizar en y. I es nulo, pues
z,n

al localizar en todo punto cerrado es nulo.

Sea A un anillo noetheriano y M un A-mdédulo finito generado. Probar que M = 0 si y sélo si
sus completaciones en todo punto cerrado de Spec A son nulas.

Resolucion:

Si al completar M en x es nulo entonces 0 = M/me M/m, M = M, /m,M, y por el Lema
de Nakayama M, = 0. Ahora bien si M, = 0 para todo z se concluye que M = 0.

Sean By y By dos k-algebras y 21 € Spec By = X1, 2 € Spec By = X5 dos puntos racionales.
Probar que el cono tangente del producto de dos variedades es el producto de los conos tangentes
de cada una de ellas

C(zl,zg)(Xl Xk X2) = Cwlxl Xk Cw2X2

Resolucion:

Escribamos B = By ®; Bs. Sean m; C B; los ideales maximales de funciones que se anulan en
x; y m=m; ® By + B; ® my. Tenemos que probar que G,, B = G, B1 ® Gy, Ba.

Los morfismos By — By ® Bs, by — b1 ® 1; By — B; ® By, by — 1 ® by definen los morfismos
Gm,B1 — GnB, Gy, Bo — Gy, B que definen el morfismo natural G, B1 @ G, B2 % G,.B.
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¢ es epiyectivo pues [G,, By @ Gy Ba]1 = my /m? @ my/m3 £ m/m? (es bien conocido que en los
espacios tangentes de Zariski es cierta esta igualdad) y G,, B estd generado por los elementos
de grado 1.

Veamos que ¢ es inyectivo. Como ¢ es un morfismo graduado, basta comprobar que si m,,
es un elemento de grado n y ¢(m,) = 0 entonces m,, = 0. Sea my,, € [Gp, B1 ® G, Ba]n =
Dy jmnmt /mi @ md /mit con my, € kergp, luego m, = 3 mij, con m;; € mi/mitt ®

J Jmdt1
m}/m)" . Sea

it+j=n

B=B/m™' @ By + By om}™) = By /mi"! @ By/m) .
Sea m la clase de m eILE. De la igualdad m = m; ® Bs + B; ® mg tenemos que m’ =
m}/mi" @ md/my" € By m"t = 0. Por tanto, m"/m" ! = mi/m{" @ m/m)*!. Sea m; la
clase de m; en By = Bl/m’1+1. Se cumple que

g - { ™ A7
Idem para i,. Del diagrama conmutativo
(GwBln £ (G, B ® Gy Baln,
ﬁn/ﬁnﬂl: [GwBl, = [GwB1® Gy, B2, :lmzi/mzi+1 © mj/my "

se deduce que si @, (> m;;) = 0 entonces m;; = 0 para todo par de indices ¢, j.

i+j=n



