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Problemas

1. Si I es un conjunto filtrante creciente e i ∈ I es máximo, probar que lim
→

j∈I

Mj = Mi.

Resolución:

Denotemos φrs : Mr → Ms los morfismos naturales y por φr = φri. Dada el conjunto de
morfismos {fs : Ms → N | fr = fs◦φrs, para s ≥ r}s∈I existe un único morfismo, expĺıcitamente
fi, de modo que fs = fi ◦ φs = fi ◦ φrs, para todo s ∈ I. Luego lim

→
j∈I

Mj = Mi..

2. Demostrar que todo módulo es el ĺımite inductivo de sus submódulos finito generados.

Resolución:

Tenemos las inclusiones obvias de los submódulos finito generados Mi ⊆ M en M . Dados
morfismos fi : Mi → N , de modo que fi = fj |Mi

si Mi ⊆ Mj , existe un único morfismo
f : M → N , de modo que f|Mi

= fi:

Dado m ∈ M , denotemos Mm = 〈m〉 ⊆ M y definamos f(m) := fm(m). Tenemos que f es
un morfismo de A-módulos. En efecto, dados m1,m2 ∈ M , denotemos M12 = 〈m1,m2〉. Dado
a1m1 + a2m2 ∈ M , tenemos que 〈a1m1 + a2m2〉,Mm1 ,Mm2 ⊆ M12 y

f(a1m1 + a2m2) : = fa1m1+a2m2(a1m1 + a2m2) = f12(a1m1 + a2m2)
= a1f12(m1) + a2f12(m2) = a1fm1(m1) + a2fm2(m2) =: a1f(m1) + a2f(m2)

Veamos que f|Mi
= fi. Dado m ∈ Mi, tenemos que fi(m) = fm(m) = f(m).

Veamos la unicidad de f . Dado g : M → N , tal que g|Mi
= fi, tendremos que g(m) = fm(m) =

f(m), para todo m ∈ M .

Hagamos el problema de otro modo. Sabemos que lim
→
i

Mi = (
∐
i

Mi)/ ∼. Definamos

f : (
∐

i

Mi)/ ∼→ M, f(m̄i) := mi

que está bien definido, porque m̄i = m̄j si mi y mj son iguales en un submódulo finito generado
de M que contenga a Mi y Mj , es decir, mi = mj en M . El morfismo f es epiyectivo porque
dado m ∈ M , tenemos que m ∈ 〈m〉 y f(m̄) = m. El morfismo f es claramente inyectivo.

3. Probar que todo anillo es ĺımite inductivo de Z-álgebras de tipo finito. Probar que todo anillo
es ĺımite inductivo de subanillos noetherianos.

Resolución:

Tenemos las inclusiones obvias de las Z-álgebras finito generadas Ai ⊆ A en A. Dados morfismos
fi : Ai → B, de modo que fi = fj |Ai

si Ai ⊆ Aj , existe un único morfismo f : A → B, de modo
que f|Ai

= fi:



3

Dado a ∈ A, denotemos Aa = Z[a] ⊆ A y definamos f(a) := fa(a). Tenemos que f es un
morfismo de Z-álgebras. En efecto, dados a1, a2 ∈ M , denotemos A12 = Z[a1, a2]. Dado
n1a1 + n2a2 ∈ A, tenemos que Z[n1a1 + n2a2], Aa1 , Aa2 ⊆ A12 y

f(n1a1 + n2a2) : = fn1a1+n2a2(n1a1 + n2a2) = f12(n1a1 + n2a2)
= n1f12(a1) + n2f12(a2) = n1fa1(a1) + n2fa2(a2) =: n1f(a1) + n2f(a2)

De igual modo procedemos con la operación producto.

Veamos que f|Ai
= fi. Dado a ∈ Ai, tenemos que fi(a) = fa(a) = f(a).

Veamos la unicidad de f . Dado g : A → B, tal que g|Ai
= fi, tendremos que g(a) = fa(a) = f(a),

para todo a ∈ A.

Por último, como las Z-álgebras de tipo finito son noetherianas, todo anillo es ĺımite inductivo
de anillos noetherianos.

4. Sea M un A-módulo de presentación finita. Probar HomA(M, lim
→
n

Nn) = lim
→
n

HomA(M,Nn).

Resolución:

Como HomA(A,M) = M entonces

HomA(A, lim
→
n

Nn) = lim
→
n

Nn = lim
→
n

HomA(A,Nn)

Además como el ĺımite inductivo conmuta con sumas directas, la suma directa de un número
finito de sumandos coincide con el producto directo y HomA(−, R) transforma suma directas en
producto directos, tenemos que

HomA(Am, lim
→
n

Nn) = lim
→
n

HomA(Am, Nn)

Consideremos una sucesión exacta Ar → As → M → 0. Recordemos que el funtor HomA(−, R)
es exacto por la izquierda y lim

→
n

es un funtor exacto. Tenemos las sucesiones de filas exactas

0 //

HomA(M, lim
→
n

Nn)
//

HomA(As, lim
→
n

Nn)
//

HomA(Ar, lim
→
n

Nn)

0 //

lim
→
n

HomA(M,Nn)
//

lim
→
n

HomA(As, Nn)
//

lim
→
n

HomA(Ar, Nn)

Luego,
HomA(M, lim

→
n

Nn) = lim
→
n

HomA(M, Nn)

5. Sea A un anillo noetheriano, a ∈ A y M un A-módulo. Probar que lim
→
n

HomA((an),M) = Ma.

Resolución:
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Sea φn : HomA((an), M) → Ma el morfismo definido por φn(gn) := gn(an)
an , para toda gn ∈

HomA((an),M). Si gm = gn|(am) entonces

φm(gm) =
gn(am)

am
=

am−ngn(an)
am−nan

=
gn(an)

an
= φn(gn)

Por tanto, tenemos un morfismo natural φ : lim
→
n

HomA((an),M) → Ma. Veamos que φ es

inyectivo: si φ(ḡn) = 0 entonces gn(an)
an = 0, luego existe un am de modo que 0 = am · gn(an) =

gn(am+n) = gm+n(am+n) y 0 = ḡm+n = ḡn. Veamos que φ es epiyectivo: Sea I el núcleo del
morfismo de localización A → Aa. Tenemos que Ia = 0 luego existe un i tal que aiI = 0. Es
decir, dado b ∈ A, si anb = 0 para algún n ∈ N, entonces aib = 0. Dado m

an , consideremos
el elemento aim

an+i . El morfismo gn+i : (an+i) → M , definido por b · an+i 7→ b · ai ·m está bien
definido y φ(ḡn+i) = m

an .

6. Demostrar que el ĺımite inductivo de módulos planos es plano.

Resolución:

Sea {Mi} un sistema inductivo de módulos planos y N ↪→ N ′ un morfismo inyectivo de A-
módulos. Entonces N ⊗A Mi ↪→ N ′ ⊗A Mi es un morfismo inyectivo. Como la toma de ĺımites
inductivos es exacta, lim

→
i

(N ⊗A Mi) ↪→ lim
→
i

(N ′ ⊗A Mi) es inyectivo. Como el ĺımite inductivo

conmuta con productos tensoriales, el morfismo N ⊗A lim
→
i

Mi ↪→ N ′ ⊗A lim
→
i

Mi es inyectivo.

Hemos concluido que lim
→
i

Mi es plano.

7. Probar que un Z-módulo es libre de torsión si y sólo si es un Z-módulo plano.

Resolución:

Si M es libre de torsión entonces todo submódulo suyo también, luego M es ĺımite inductivo de
Z-módulos finito generados libres de torsión. Los Z-módulos finito generados libres de torsión
son libres, luego planos. Por tanto, M es ĺımite inductivo de submódulos planos, luego es plano.

Sea M un Z-módulo plano. Dado 0 6= n ∈ Z, consideremos el morfismo inyectivo Z n·
↪→ Z,

m 7→ nm. Tensorializando ⊗ZM obtenemos el morfismo inyectivo M
n·
↪→ M , m 7→ nm, luego M

es libre de torsión.

8. Sea x ∈ Spec A y M un A-módulo. Demostrar que Mx = lim
→

{x∈Ua}
Ma.

Resolución:

Si x ∈ Ua, entonces a ∈ A − px, por tanto tenemos morfismos Ma → Mx, que definen un
morfismo φ : lim

→
{x∈Ua}

Ma → Mx. El morfismo φ es epiyectivo: Dado m
s ∈ Mx, tenemos que

s ∈ A − px, es decir, x ∈ Us y φ(m
s ) = m

s . El morfismo φ es inyectivo: Si φ( m̄
a ) = m

a = 0,
entonces existe a′ ∈ A − px de modo que a′ · m = 0. Por tanto, si consideramos s = a · a′,
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tenemos que s no se anula en x, es decir, x ∈ Us y s ·m = 0. En conclusión, 0 = a′m
aa′ en Ms y

m
a = a′m

aa′ = 0.

9. Sea x un punto de un espacio topológico X. Sea I el conjunto de entornos abiertos de x,
ordenados del siguiente modo: U ≤ V si U ⊆ V . Sea C(U) las funciones reales continuas sobre
U , tenemos un sistema inductivo de anillos {C(U)}, donde los morfismos C(U) → C(V ) son
los de restricción. Probar que lim

→
x∈U

C(U) es el anillo de gérmenes de funciones continuas en x.

Supongamos ahora que X es un espacio separado localmente compacto. Sea C̃(U) = C(X)SU
,

donde SU es el sistema multiplicativo de las funciones que no se anulan en ningún punto de U .
Si U ⊆ V consideremos el morfismo natural C̃(V ) → C̃(U), f

s 7→ f
s . Probar que lim

→
x∈U

C̃(U) es el

anillo de gérmenes de funciones continuas en x.

Resolución:

Denotemos por CX,x el anillo de gérmenes en x de funciones continuas. Es decir, CX,x =
(

∐
x∈U

C(U))/ ∼, donde dadas f ∈ C(U) y g ∈ C(U ′), decimos que f ∼ g si coinciden en un

entorno de x. Igual que en la teoŕıa de módulos (y conjuntos) , resulta que lim
→

x∈U

C(U) = CX,x.

Por la propiedad universal de la localización, los morfismos C(X) → CX,x, f 7→ f̄ , factorizan a
través de C(X)SU

. Tenemos, pues, un morfismo lim
→

x∈U

C̃(U) → CX,x. Veamos que es epiyectivo:

dado un germen de función f̄ en x, f ∈ C(U), sea K ⊂ U un entorno compacto de x y h ∈ C(X)
que se anule en X − U y sea 1 en K. Podemos entender h · f como una función en X. Luego
f ·h
h ∈ C̃(U) y se aplica en f̄ . Veamos que es inyectivo: Dado f

s ∈ C̃(U), si f · s−1 = 0 entonces
f · s−1 es nula en un entorno V ⊂ U de x, luego f es nula en el entorno V . Sea K ⊂ V un
entorno compacto y h una función que sea nula en X −V e igual a 1 sobre K. Sea W el abierto
donde h no es nula, entonces f

s = 0 ∈ C̃(W ), porque hf = 0. Por tanto, f
s = 0.

10. Sea N0 ⊇ N1 ⊇ N2 ⊇ · · · ⊇ Nn ⊇ · · · una sucesión decreciente de A-submódulos de N0. Probar
que lim

←
n

Nn = ∩
n
Nn.

Resolución:

Tenemos inclusiones obvias φn : ∩
n

Nn ↪→ Ni. Dado un conjunto de morfismos {fi : M → Ni}i∈N,

tales que fj(m) = fi(m) ∈ Ni ⊆ Nj , para todo i ≤ j, es obvio que las fi valoran en ∩
n
Nn, y

que tenemos un único morfismo f : M → ∩
n
Nn, f(m) := fi(m) (para todo i), de modo que

fi = φi ◦ f .

11. Sea I un conjunto filtrante decreciente y J ⊆ I un subconjunto con la propiedad de que dado
i ∈ I existe j ∈ J tal que j ≤ i. Sea {Mi}i∈I un sistema proyectivo de objetos. Probar que
lim
←
i∈I

Mi = lim
←

j∈J

Mj .

Resolución:
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Dado un conjunto de morfismos {fi : N → Mi}i∈I tales que fr = φsr ◦ fs, para s ≤ r, en
particular tenemos el conjunto {fj : N → Mj}j∈J .

Rećıprocamente, consideremos un conjunto de morfismos {fj : N → Mj}j∈J tales que fr =
φsr ◦fs. Dado i ∈ I, definamos fi := φji ◦fj , donde j ∈ J y es cualquiera con la condición j ≤ i.
La definición de fi no depende del j considerado: pues dados dos j, j′ sea j′′ ≤ j, j′, entonces
φji ◦ fj = φji ◦ φj′′j ◦ fj′′ = φj′′i ◦ fj′′ = . . . = φj′i ◦ fj′ . Además dados i, i′ ∈ I, tales que i ≤ i′

se cumple que fi′ = φii′ ◦ fi: sea j ≤ i, i′, tenemos que fi′ = φji′ ◦ fj = φii′ ◦ φji ◦ fj = φii′ ◦ fi.
Tenemos, pues, un conjunto de morfismos {fi : N → Mi}i∈I tales que fr = φsr ◦ fs, para s ≤ r.

Ambas asignaciones son inversas entre śı y por tanto lim
←
i∈I

Mi = lim
←

j∈J

Mj , porque ambos represen-

tan al mismo funtor.

12. Sea E un espacio vectorial. Probar lim
←

codim E′<∞
E/E′ = E∗∗.

Resolución:

El morfismo de paso al cociente E → E/E′, define el morfismo E∗∗ → (E/E′)∗∗ = E/E′.
Morfismos que definen un morfismo E∗∗ → lim

←
codim E′<∞

E/E′. Veamos que es isomorfismo.

Sea {wi}i∈I una base de E∗ y Ei = Ker wi. Veamos que la composición de los morfismos
naturales lim

←
codim E′<∞

E/E′ ↪→ ∏
codim E′<∞

E/E′ → ∏
i

E/Ei es un isomorfismo.

Dado un subespacio E′ ⊂ E de codimensión finita, tenemos que E′◦ es un subespacio de
dimensión finita de E∗, que estará contenido en el subespacio generado por un número finito
de 1-formas lineales, 〈wi1 , . . . , win〉. Luego, ∩

j
Eij ⊆ E′ y el morfismo natural E/E′ → ∏

j

E/Eij

es inyectivo. Esto implica que el morfismo natural lim
←

codim E′<∞
E/E′ → ∏

i

E/Ei es inyectivo y

epiyectivo.

Por último, escribamos 〈ēi〉 = E/Ei, el morfismo E∗∗ → ∏
i

E/Ei, β 7→ (β(wi) · ēi)i∈I es un

isomorfismo.

13. Probar que lim
←
i∈I

(Mi ×Ni) = ( lim
←
i∈I

Mi)× ( lim
←
i∈I

Ni), en la categoŕıa de A-módulos, por ejemplo.

Resolución:

HomA(R, lim
←
i∈I

(Mi ×Ni)) = {(fi, gi) : R → Mi ×Ni, tales que . . .}

= {fi : R → Mi, tales que . . .} × {gi : R → Ni, tales que . . .}
= HomA(N, lim

←
i∈I

Mi)×HomA(N, lim
←
i∈I

Ni) = HomA(N, lim
←
i∈I

Mi × lim
←
i∈I

Ni)

Luego, lim
←
i∈I

(Mi ×Ni) = ( lim
←
i∈I

Mi)× ( lim
←
i∈I

Ni).
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14. Sea · · · → Xn → · · · → X2 → X1 → X0 una sucesión de aplicaciones entre conjuntos finitos no
vaćıos. Pruébese que lim

←
i

Xi es no vaćıo.

Resolución:

Sea X ′
i = ∩

j≥i
φji(Xi). Observemos que X ′

i es no vaćıo: como los conjuntos φji(Xi) son finitos,

si su intersección fuera vaćıa existiŕıa un m, tal que ∅ =
m∩

j=i
φji(Xi) = φmi(Xi). Observemos

también que φij(X ′
i) = X ′

j .

Sea pues x0 ∈ X ′
0, x1 ∈ X ′

1 tal que φ10(x1) = x0, x2 ∈ X ′
2 tal que φ21(x2) = x1, etc. Entonces

(xi)i ∈ lim
←
i

Xi, y éste es no vaćıo.

15. Sea p(x) ∈ Z[x] y p ∈ Z. Probar que la condición necesaria y suficiente para que p(x) tenga una
ráız en Ẑp es que tenga alguna ráız en cada Z/pnZ, para todo n > 0.

Resolución:

Sea Xi ⊆ Z/piZ las ráıces de p(x) en Z/piZ. Los morfismos de paso al cociente Z/pnZ→ Z/pmZ
para n ≥ m, como todo morfismo de anillos, aplican ráıces de p(x) en ráıces de p(x). Por la
misma razón las ráıces de p(x) en Ẑp se proyectan, por la proyección Ẑp → Z/pnZ, en ráıces de
p(x) en Z/pnZ.

Es fácil observar ya, que las ráıces de p(x) en Ẑp coinciden con lim
←
i

Xi. Por el problema anterior,

este conjunto es no vaćıo si y sólo si todos los Xi son no vaćıos.

16. Probar que Spec( lim
→
i

Ai) = lim
←
i

Spec Ai. Probar que si A ↪→ B es un morfismo entero (es decir,

B es ĺımite inductivo de subálgebras finitas sobre A) entonces la aplicación Spec B → Spec A es
epiyectiva y dim B = dim A.

Resolución:

Denotemos por fij : Ai → Aj , fi : Ai → lim
→
n

An los morfismos impĺıcitamente dados. El con-

junto {Spec Ai, f
∗
ij} forma un sistema proyectivo de espacios topológicos. Por la definición de

sistema proyectivo, los morfismos f∗i : Spec lim
→
n

An → Spec Ai definen una aplicación continua

f∗ : Spec( lim
→
i

Ai) → lim
←
i

Spec Ai. Veamos que es epiyectiva: Dado (xi) ∈ lim
←
i

Spec Ai, es fácil

de comprobar que el ideal px := ∪
i
fi(pxi) ⊆ lim

→
i

Ai es un ideal primo de lim
→
i

Ai y que f∗i (x) = xi,

luego f∗(x) = (xi). Además, dado un ideal primo px ⊂ lim
→
i

Ai se cumple que px = ∪
i
fi(f−1

i (px))

lo que prueba la inyectividad de la aplicación.

En general, dado un ideal I ⊆ lim
→
i

Ai, se tiene que I = ∪
i
fi(f−1

i (I)).
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Falta ver que es un homeomorfismo. La topoloǵıa de un ĺımite proyectivo de espacios topológicos
lim
←
i

Xi es la inicial de la inclusión lim
←
i

Xi ⊆
∏
i

Xi (o equivalentemente la inicial de los morfismos

lim
←
j

Xj → Xi). Dado un cerrado C = (I)0 ⊆ Spec lim
→
n

An, tenemos que su imagen en lim
←
i

Spec Ai

es la intersección
∏
i

(Ii)0 ∩ lim
←
i

Spec Ai, donde Ii = f−1
i (I).

Demostremos la segunda parte del problema. B es el ĺımite inductivo de sus A-subálgebras
Ai finitas. Los morfismos Ai ↪→ Aj son finitos, luego en espectros son epiyectivos. Además,
Spec B = Spec lim

→
i

Ai = lim
←
i

Spec Ai. Como el ĺımite proyectivo de un sistema proyectivo de

epimorfismos de anillos se epiyecta en cada anillo del sistema proyectivo, tenemos que Spec B →
Spec A es epiyectivo. Dada una cadena de cerrados cerrados irreducibles (p1)0 ⊂ · · · ⊂ (pn)0 ⊂
Spec B (pj ideales primos), como hemos dicho ya pj = ∪

i
(pj ∩ Ai). Para cada j debe existir

un ı́ndice kj , de modo que pj ∩ Akj ⊂6= pj+1 ∩ Akj . Si k es tal que Akj ⊂ Ak para todo j,

tenemos que pj ∩Ak ⊂6= pj+1 ∩Ak para todo j, y obtenemos una cadena de cerrados irreducibles

de longitud n en Spec Ak. Ahora bien, sabemos que dim Ak = dim A, luego dim B ≤ dim A.
Rećıprocamente, dada una cadena de ideales primos p10 ⊂ · · · ⊂ pn0 de A se puede levantar a
una cadena de ideales primos de B, p1 ⊂ · · · ⊂ pn, de modo que pi ∩ A = pi0: Si tenemos una
cadena de A-subálgebras de B, A ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ Am ⊂ · · · y en cada Ai cadenas de ideales
primos p1i ⊂ · · · ⊂ pni, de modo que pij ∩ Aj−1 = pi,j−1, entonces tomando ĺımites inductivos
tenemos una cadena de ideales primos en lim

→
m

Am. Sea pues C, por el Lema de Zorn, una

subálgebra máxima de B sobre la cual podemos levantar la cadena p10 ⊂ · · · ⊂ pn0. C = B
porque, para todo b ∈ B, C ↪→ C[b] es un morfismo finito y podemos levantar la cadena a C[b],
luego b ∈ C y C = B. En conclusión, dim B ≥ dim A.

17. Calcular el inverso de 1 + x en k[[x]]. Probar que el único ideal maximal de k[[x]] es (x) ¿Existe
la ráız cuadrada de 1 + x en k[[x]]?

Resolución:

Si dividimos formalmente 1 por 1 + x, obtenemos c(x) = 1− x + x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · · .
Es fácil de comprobar que (1 + x) · c(x) = 1. Luego c(x) es el inverso de 1 + x.

Igualmente, dado a + p(x), 0 6= a ∈ k y p(x) ∈ (x) ⊂ k[[x]]. Tenemos que (a + p(x))−1 =
a−1 − p(x)a−2 + · · ·+ (−1)np(x)na−n−1 + · · · ∈ k[[x]].

k[[x]]/(x) = k, luego (x) es un ideal maximal. Por otra parte, todo elemento que no pertenece
a (x) es invertible, luego todo ideal, salvo k[[x]], está incluido en (x) y éste es el único ideal
maximal.

Nos preguntamos ahora si existe s(x) =
∑
n

anxn ∈ k[[x]] tal que s(x)2 = 1 + x. Tenemos que

s(x)2 =
∑
n

(
∑

i+j=n

aiaj)xn. Por tanto, a2
0 = 1, 2a0a1 = 1,

∑
i+j=n

aiaj = 0 para n > 1. Sistema que

puede resolverse recurrentemente. Luego existe 2
√

1 + x.

18. Sea I un ideal de un anillo noetheriano A, probar que

Specmax Â = Specmax(A/I)
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Resolución:

Sea m un ideal maximal de Â. Si m no contiene a I, entonces I · Â + m = Â, luego existen
i ∈ I · Â y m ∈ m de modo que i + m = 1. Por tanto, m = 1− i. Ahora bien,

∑
n

in ∈ ˆ̂
A = Â es

inverso de m, luego m = Â y llegamos a contradicción.

En conclusión, Specmax Â = Specmax Â/I = Specmax A/I.

19. Sea x ∈ Spec A un punto cerrado. Probar

(a) El completado es un concepto local: El completado mx-ádico de A coincide con el comple-
tado mxAx-ádico de Ax.

(b) El cono tangente es un concepto local: Gmx
A = GmxAx

Ax.

Resolución:

(a) Âx = lim
←
n

Ax/mn
xAx = lim

←
n

(A/mn
x)x = lim

←
n

(A/mn
x) = Â.

(b) GmxAxAx = ⊕
n
mn

xAx/mn+1
x Ax = ⊕

n
(mn

x/mn+1
x )x = ⊕

n
(mn

x/mn+1
x ) = GmxA.

20. (a) Demostrar que la completación I-ádica de M coincide con la completación I-ádica de M1+I .

(b) Probar que Specmax A1+I = Specmax A/I.

Resolución:

(a) Observemos que los elementos de 1 + I son invertibles en A/In, porque en un anillo un
elemento es invertible si y sólo si no pertenece a ningún ideal primo y

(1 + i)0 = Spec A/(In, 1 + i) = Spec A/(I, 1 + i) = Spec A/A = ∅

Por tanto, (A/In)1+I = A/In y en general

(M/InM)1+I = M ⊗A A/In ⊗A A1+I = M ⊗A (A/In)1+I = M ⊗A A/In = M/InM

Ahora ya,

M̂1+I = lim
←
n

M1+I/InM1+I = (M/InM)1+I = M/InM = M̂

(b) Si m es un ideal maximal de A1+I y no contiene a I, entonces m + I · A1+I = A1+I , luego
existen m ∈ m y i ∈ I ·A1+I , de modo que m + i = 1. Por tanto, m = 1− i que es invertible en
A1+I y llegamos a contradicción. En conclusión,

Specmax A1+I = Specmax A1+I/I ·A1+I = Specmax A/I
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21. Supongamos que A es un anillo noetheriano y M es finito generado. Probar que el núcleo del
morfismo M → M̂ coincide con el núcleo del morfismo M → M1+I .

Resolución:

I está incluido en el radical de Jacobson de A1+I . Sabemos por el Corolario de Krull que M1+I

es I-ádicamente separado, es decir, el morfismo M1+I → M̂1+I = M̂ es inyectivo.

De la composición de morfismos M → M1+I ↪→ M̂ deducimos que el núcleo del morfismo
M → M̂ coincide con el núcleo del morfismo M → M1+I .

22. Sea A un anillo noetheriano ı́ntegro, I ⊂ A un ideal propio. Probar que A es separado con la
topoloǵıa I-ádica.

Resolución:

El morfismo A → A1+I es inyectivo por ser A ı́ntegro. Como hemos dicho en el problema
anterior, el morfismo A1+I → Â es inyectivo. Luego la composición A ↪→ A1+I ↪→ Â es
inyectiva y A es I-ádicamente separado.

23. Sea A un anillo noetheriano. Probar ∩
x,n

mn
x = 0.

Resolución:

Completemos por la topoloǵıa mx-ádica. El morfismo Ay → Ây = Â es inyectivo. Luego, el
núcleo del morfismo A → Â, que es ∩

n
mn

y , coincide con el núcleo del morfismo A → Ay. Por

tanto, el ideal de A, I = ∩
x,n

mn
x es el ideal nulo en Ay, es decir, al localizar en y. I es nulo, pues

al localizar en todo punto cerrado es nulo.

24. Sea A un anillo noetheriano y M un A-módulo finito generado. Probar que M = 0 si y sólo si
sus completaciones en todo punto cerrado de Spec A son nulas.

Resolución:

Si al completar M en x es nulo entonces 0 = M̂/mxM̂ = M/mxM = Mx/mxMx y por el Lema
de Nakayama Mx = 0. Ahora bien si Mx = 0 para todo x se concluye que M = 0.

25. Sean B1 y B2 dos k-álgebras y x1 ∈ Spec B1 = X1, x2 ∈ Spec B2 = X2 dos puntos racionales.
Probar que el cono tangente del producto de dos variedades es el producto de los conos tangentes
de cada una de ellas

C(x1,x2)(X1 ×k X2) = Cx1X1 ×k Cx2X2

Resolución:

Escribamos B = B1 ⊗k B2. Sean mi ⊂ Bi los ideales maximales de funciones que se anulan en
xi y m = m1 ⊗B2 + B1 ⊗m2. Tenemos que probar que GmB = Gm1B1 ⊗Gm2B2.

Los morfismos B1 → B1 ⊗ B2, b1 → b1 ⊗ 1; B2 → B1 ⊗ B2, b2 → 1 ⊗ b2 definen los morfismos
Gm1B1 → GmB, Gm2B2 → GmB que definen el morfismo natural Gm1B1 ⊗Gm2B2

ϕ→ GmB.
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ϕ es epiyectivo pues [Gm1B1⊗Gm2B2]1 = m1/m2
1⊕m2/m2

2
ϕ
= m/m2 (es bien conocido que en los

espacios tangentes de Zariski es cierta esta igualdad) y GmB está generado por los elementos
de grado 1.

Veamos que ϕ es inyectivo. Como ϕ es un morfismo graduado, basta comprobar que si mn

es un elemento de grado n y ϕ(mn) = 0 entonces mn = 0. Sea mn ∈ [Gm1B1 ⊗ Gm2B2]n =
⊕i+j=nmi

1/mi+1
1 ⊗ mj

2/mj+1
2 , con mn ∈ kerϕ, luego mn =

∑
i+j=n mij , con mij ∈ mi

1/mi+1
1 ⊗

mj
2/mj+1

2 . Sea
B = B/(mi+1

1 ⊗B2 + B1 ⊗mj+1
2 ) = B1/mi+1

1 ⊗B2/mj+1
2 .

Sea m la clase de m en B. De la igualdad m = m1 ⊗ B2 + B1 ⊗ m2 tenemos que mn =
mi

1/mi+1
1 ⊗mj

2/mj+1
2 ⊆ B y mn+1 = 0. Por tanto, mn/mn+1 = mi

1/mi+1
1 ⊗mj

2/m
j+1
2 . Sea m1 la

clase de m1 en B1 = B1/mi+1
1 . Se cumple que

mr
1/mr+1

1 =
{

mr
1/mr+1

1 si r ≤ i
0 si r > i

.

Ídem para m2. Del diagrama conmutativo

[GmB]n
ϕn←− [Gm1B1 ⊗Gm2B2]n

↓ ↓
mn/mn+1 = [GmB]n = [Gm1B1 ⊗Gm2B2]n = mi

1/mi+1
1 ⊗mj

2/mj+1
2

se deduce que si ϕn(
∑

i+j=n mij) = 0 entonces mij = 0 para todo par de ı́ndices i, j.


